Apéndice A
Pruebas de convergencia.

A.1. Contexto.

De acuerdo con el capftulo 6, podemos afirmar que la Memoria Asociativa
Hopficld cs autoasociativa. simétrica. con ceros en la diagonal principal.

En virtud de que la memoria cs autoasociativa, cl conjunto fundamental
para la memoria Hopfield cs {(x".x*) | p = 1,2,....p} con

xt=| " lea y A={1,-1)

La fase de aprendizaje incluyc la siguicnte regla para obtener la ij-
¢sima componente de la memoria Hopficld M:

p
Y xﬁ':v;-‘ si z#]J
mi; = n=1 (A-l)

0si x=)

Operativamente, cl resultado de la expresion anterior se pucde obtener
cn tres ctapas:
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1. Para cada una de las p asociaciones (x*.x") sc cncuentra la matriy,
t : . . Tiz
x* - (x")" dc dimensiones . x n, la cual ticne unos cn su diagona)

principal:
[ R T
T ;e zyah
; Jgr i
:rll -",2-"1 -12 o'ti SR 1.’2 .Ifi:
n : :
.( e T2 A " : : :
x'{x") = Ly, Lg. s Ty ) = ] J y
. - ¥ ol 1 . o0 L '
: L ) R
1 - .
.1:{; : ' :
ot ot
\ J:""L] R Sl :Ell:r,' "t 3:{;3.1;

o

¥ t . e .
A cada una de las p matrices x# - (x**)" sc le resta la matriz identidad I
de dimensiones n x 1, con cl fin de lograr ceros cn la diagonal principal:

( 0 afaf .- zfaf - Lk \
] 3 1
ghaf 0 .- ahal ... aban
" it — . : -
xt-(x') —-1I=
( ) :l.:’:v‘l’ :C? ZLJ?’ ainle 0 S & m? '-LJ;:
1o I IS}
\ shay hah =~ oy - 0 }

3. Scsuman la p matrices x¥ - (x/ ‘)t —1I para finalmente obtener la memoria
M:

P
M= Z [x" - (x")! = I] = [mij],xn

n=1

En la fase de recuperacion para la memoria Hopficld sc le presenta un
patrén de entrada X, y ésta cambiard su cstado con cl ticmpo. de modo que
cada neurona r; ajuste su valor de acuerdo con cl resultado que arrojc la

comparacion de la cantidad
n

E ‘H?,‘j.’L‘J‘

J=1

con un valor de umbral que cs normalmentc ccro.
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Representemos el estado de la memoria Hopficld en ol ticmpo # por x(1);

cntonces i (t) representa cl valor de la neurona x; en el ticmpo t v z;(t + 1)
cl valor de z; cn cl ticmpo siguicnte (t + 1).

Dado un vector columna de entrada X. la fasc de recuperacion consta de
tres pasos:

1. Parat = 0. sc hacc x(t) = X; cs decir, z;(0) = 7;, Vi € {1,2,3,....n}

2. Vi € {1,2.3....,n} sc calcula 2;(t + 1) dec acucrdo con la condicion
siguicntc:

n
1 si ) myzi(t) >0
i=t

zi(t+1) = i(t) si zlm,-j:r,-(t) =0 (A.2)
J:
-1 si i Tn,’j:rj(t) <0
L i=1

3. Se compara z;(t + 1) con z;(t) Vi € {1.2.3....,n}. Si x(t + 1) = x(t)
cl proceso termina y el vector recuperado es x(0) = x. De otro modo,
cl proccso continda de la siguiente mancra: los pasos 2 v 3 sc itcran
tantas veeces como sca nceesario hasta llegar a un valor ¢ = 7 para
cl cual z;(r + 1) = z;(7) Vi € {1,2,3,....n}: cl proceso termina y cl
patron recuperado es x(7).

El proceso de convergencia descrito en cl paso 3 de la fase de recu-

peracion. indica que el sistema llega a un punto limite localinente estable cn
el ticmpo 7.

La cxistencia de 7 cstd garantizada a través de la demostracién que hace
Hopficld de que existen puntos limite localmente estables en su modclo de
memoria asociativa; para ello, define la encrgia E del sistema dc la siguiente
mancra, tomando cn cuenta la condicion de que m;; = 0. Vi:

= -—-% i f: mijxiT;y (“\-3)

i=1 j=1
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v acto scguido demuestra que E ¢s una funcion dec z; mondétona decre-

cicnte.

Ademds de la demostracién sugerida por Hopficld. los investigadores
McElicce ot. al. esbozan otro camino para demostrar la convergencia de
la expresién A.3, cn un importante trabajo donde analizan la capacidad de
la memoria asociativa Hopficld (McElicce. Posner, Rodemich. & Venkatesh,

1987).

En cste apéndice sc desarrolla la sugerencia de Hopficld y también se
desarrolla ¢l eshozo de demostracion de McElicee ct. al.

A.2. Los desarrollos.

A.2.1. Hopfield
Si la memoria Hopficld M cs simétrica. es decir iy = mij;, ViVj. entonces

E cs monétona decreciente para el caso bipolar y monétona no creciente para
cl caso binario.

Consideremos la expresion A.3 para la energfa:

l n n
E = —5 ZZNIU:L‘,':BJ'

i=1 i=1

Analicemos lo que sucede con E cuando la coordenada k-ésima se inere-
menta cn Azy, de modo que &g — . + Azy, para algin k€ {1,2,....n}
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E+AE=—-2!-<

,

t=

E+AE=—%<

+

n

k-1
.._Zl tmai (T + Axy) | +
= n

+mk,,."(.1'k + AIJ,-) (xx + Azp) |+ )
+ X my(zr+ Axy) z;

2 | +maa; (i + Ay

>
I
it

k=1 - .

Z mi;T;c;
Jj=1

+ _ > My Tix;
J=k+1
1 4 .

) my; (xx + Azy) x;

e

k

J:

j=k+1
" ’.._1 -

> MiTix;
n j=1

k+1 n
+ ) myzi;
J=k+1

[ k-1 1
2 M T;Tj + M T Xy
Jj=1

+mix; A1)
n
+ Y. mijzix;
j=k+1
k-1

4 Z My T5
j=

k=1
+ Y mypjAriz;
o~

.
Il
-

J
+my (2 + Az;) (. + Axy)
n n

Y myjmxi+ Y. My AT

j:k-{-l j=k+1

k=1
Y myjrix; + MiZil

+ ¥ L i

i=k+1 | pmgxidae+ ) MTT;

Jj=k+1
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n

\
([ k=1 [k=) ‘
Z E MG T2 + Mkl + Z ML
i=] |Jj=1 j=k+1

k-1
+Az Y mpT;

i=1

k-1 n
+ Z Ny Tilj + My p TR X + E My; Tp T 5
]

E+AFE =

|
W=
™

!
+Axy Z myTj + Az Z My Xj
= j=k+1
Jj=

+A LIk (2-'LA + A-'rk)

n k-1 n
Z Z: MijTix; + M Tk + ) Myji%;
i=k+ =1 j=k+1
n
+Alg Z MipLi
i=k+1 J

n k-1 3
Z: miizici + Axy Y Mg
J:
n

IIMf

i=1
k=1
+ 2. M Tk + Az, E MY 5Tj
E+AE=-%¢ = =1 >
+Ax Y myjzi + Az (2x + Axy)

n n

n
+ Y mi;Tiv; + Az ) M
\ i=k+1j=1 i=k+1 y

n n n

n k-1
E E myj iz + Z myjpj + Z E 1:1,-3-1',-:r,-

(

A k- n
E+AFE = —% { +Azx E mixi + Axy E My Tj+ Az ). Mz
j=k+1
n
+Axpmyg (2x + A.I:,(-) + Az Y my;
\ i=k+1

Y
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n k-1 n )
b (z MG TiTj + My T + Y mijziz;
Jj=1 \i=1 i=k41
L‘il k-1

™m.x; + miT;
E+AE= -3 Lo P >
+Ax; +j—§|-1 my;T; + nuyg (225 + Axy)

n
+ ) mpx;

\ i=k+1

[ (k-1 n .
Y MaTi + maxy + MirT;
E+AE -;— ﬁ ( =1 : i=§-l ikdi >
+A.L'k n
(Z My Tj + M T + Y mijj)
)= j=k+1
\ L +my Ay ] )

n 7
E+AE = -1 Y Y mijwicj—3An

E miTi + E mg;T; + m“A:zk]
j=1i=1

i=1 1=1

Por la cxpresién A.l sc ticne que myx = 0, y por cllo mi Az, = 0;

=% 3P
ademds, de acuerdo con la expresion A.3: —3 Z 21 xixj=E
J: 1=

—

E+AE=F- —Aa,k
=1 j=1

Z mirxTi + Z nu,r_,]

Es dccir:

n n
AE = —%Azzk [Z mrx; + '21 ml.-j-'"'j]
J"..'.'

j=1
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Por hipétesis la memoria cs simétrica: m;g = My

AE = —1Axy }: ny.ej + Z My j 2

n
AE = “%A-Tk 2 Z 7n'l.'j:cj
j=1

n
AE = -Axy Z My,

Para cl caso bipolar, por la expresiéon A.2 sc pucde afirmar que Azy y
'l . . -
Y myjx;j tienen signos iguales. por lo que AL c¢s negativa.
Jj=1
n . )
Para cl caso binario, Az y > Ty ; T NO pucden tener signos contrarios.

J=1
|

A.2.2. McEliece et. al.

Sc mostrard que cl producto interno o corrclacién

C=M-x= ian,]c,TJ (A4)

i=1i=1

cs no decreciente cuando ¢l estado x s¢ mueve a través de una trayvectoria
del modclo.

La coordenada k-¢sima del vector de prucba x cambiard y todas las
demds permanceerén sin cambio alguno; s decir, x; (t + 1) = 2;(t), Vi # k.
Entonces, de acuerdo con cl algoritmo Hopficld:

1 si ) myxi(t) >0
j=1

et +1) = { z;i(t) si f:l‘"lkjl'j(t) =0 (A.5)
J:'-

n
=1 si ) myz;(t) <0
L j=1
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Sca Azy = zi(t + 1) — zk(t). csto significa que 4 (t + 1) = z4(t) + Axy.
Hallemos una cxpresién para cl cambio AC = C(t + 1) — C(¢).

C(t) = Z Zm,-j:r.,-(t):rj(t)

i=1 i=1

k-1 ki:l myjzi(t)a;(t) + muzi(t)er(t + 1)
ce+1) = ) |7 "

i=1 + Z m,-,-x.-(t):rj(t)
J=k+1
k-1
Z m,..j:z:k(t + 1)z + myuzi(t + D)z (t + 1)
+| = N
+ Y my an(t + Dz;(t)
j=k+1
k-1

n Y- mijzi(t)z;(t) + mazi(t)oe(t + 1)
+ > | ’

i=k+1 + Y myjai(t)x;(t)
Jj=k+1

k-1 E m;zi(t)zi () + mazi(t) [ () + Az

2|’

C(t+1)

+ i m,-,-:::,-(t):rj(t)
j=k+

Z my;j [1x(t) + Azi] z; (t)
+ +mu [:1:; (t) + Az [z(t) + Az

+ Z my; [z (t) + Ax] 5(t)
j:‘.k-{"l

n E miji(t)a;(t) + mazi(t) [z (t) + Ay

j=1
.3 % n
i=LZ'+1 + 3 myzi(t)z;(t)
j=k+]
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C(t +1)

C(t+1)
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-

kz_:l mjxi(t)a;(t) ~
+m,,\ xi(t)zi(t) + Z mirxi(t) (Aay)

+ Z mizai(t)e;(t)

-

k-1
> myjax(t)z;(t)
j=1
tmga(tant) |+ Z my; (D) 2;(t)

n
+ Y myjar(t)z;(t) a
j=k+1

n
+2myi (D) Ay + g (Azi)? + Z myj (Axy) z;(t)

j=k+1

Z m;jxi(t)z;(t)

£ | non® |+ man (B

i=k+1

n .=k l
+ 2 myzi(t)z;(t) =
j=k+1

i=1 | 5=l

k-1 n
Z [Z??I,J‘l,(t)'bj t):' [Zmbx,, t)‘!,_,(t)]
+ Z ,:anij.‘l,‘,'(t)xj(t):l
i=k+1 | j=1
k=1
+ kaj (Axy) z;(t) + Mg (Azr) 24 (2)
j=1
+ Z my; (Azy) z;(t)
i=k+1
k-1
+ Zm,-;,.:r,' (t) (Axr) + myupay(t) (Axy)
i=]

+ Z m,-;_.a:,-(t) (A:L‘A.) + myy. (A:L‘;.-)2
i=k+1
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Cit+1) = szijmi(t)xj(t)

i—lj 1

j=1

(1) + Zm,-kz;,-(t) (Azy) + g (A;:z:,f\.)2

i=1

AC = C(t+1)- C(t)—-zzmql (t J«'J(t)'l'ZmA,(AiCA)%(f)

i=1 j=1
n

+ Z mii(t) (Azk) + mp (D) =) Z m;;jzi(t)x;(t)

AC = Z'm“ (A:r;\) :I.‘J(t) + Zm.,g.l: (t) (A:L‘;) + my. (A.Lk)

j=1

No sc exige que 1y = 0: basta con que 7 >0,1<k<n.
Entonces

AC 2 EmLJ (Axy) z(t) + Z mizi(t) (Azy)

ji=1
Y por simetrfa de M. se ticne que mk;j = Mjk; ¥ con cllo

n n n
AC > Z myj (Azi) zi(t) + Z'm-ki (Axx) zi(t) = 282 Z iz (t)
j=1 i=1 j=1

AC 2 2A:r;-5_:mkj:vj(t)

i=1



vk APENDICE A. PRUEBAS DE CONVERGEN(y

Caso 1: xx(t + 1) = xx(t). entonces Auxy =0y claramente AC > g,

Caso 20 ax(t + 1) < ax(t). entonces ax(t) = +ly ax(t+1) = -

2 CXPICS 5 sc¢ tiene que myj;(t) < 0: por oty
Dec acucrdo con la expresion A5 sc ti 1 J; L) p ro

) L — (1) = =1 — 1 = =2y csto significa que AC >
lado, Axx = xi(t + 1) — 2% E')

n
20y, 3 myjai(t) = 2(=2) ZI myx;(t) > 0.
Jj=1 4=

Caso 3: zi(t + 1) > zx(t). cntonces .L;,(,tl) =-lyau(t+1) = +1. D¢

acuerdo con la expresion A.5 se tienc que Zl myjr;(t) > 0. Por otro lado,
J:

Axy = oi(t + 1 x(t) = 1= (=1) = +2 y csto significa que AC >
1 n

) — &
242 'Z my;xj(t) = 2(2) 3 myjz;(t) > 0.
j-_-l j-_—l
]

A3 Consideraciones finales del apéndice.

En este apéndice hemos presentado los desarrollos de dos demostraciones
para la convergencia de la Memoria Hopficld, que s uno de los trabajos clisi-
cos cn memorias asociativas. Su autor, el ffsico nortcamericano John Hopficld
¢s responsable, segiin voces autorizadas. de haber revivido ¢l interés, a prin-
cipios de los ochenta del siglo XX. en las redes neuronales v cn particular en
las memorias asociativas. después de un periodo de estancamicnto de mds

de una década.

Uno de los desarrollos parte de Ia sugerencia del propio Hopficld, y cl
otro. de un importante articulo: (McElicce. Posner, Rodemich, & Venkatesh.
1987).
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